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Как известно, граничные задачи рассматриваются в основном, для уравнения 
эллиптического типа, моделью которого является уравнение Лапласа. Излагаемая ра-
бота посвящена к граничной задаче для уравнения эллиптического типа первого поряд-
ка, т.е. уравнения Коши-Римана. Для того чтобы вся граница являлась носителем для 
граничного условия, необходимо привести нелокальные условия. Заметим, что локаль-
ные граничные условия Дирихле, Неймана или Пуанкаре (где вся граница являлась носи-
телем для граничного условия) в нашем случае неприменимы.  
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сопряженная задача, фундаментальные решения, необходимые условия, сингулярность, 
регуляризация. 

 
Заметим, что хорошо исследованы различные граничные задачи 

для уравнения эллиптического типа первого порядка Коши-Римана [1]-
[5]. Излагаемая работа посвящена построению сопряженного оператора 
для граничной задачи, поставленной уравнением эллиптического типа 
первого порядка Коши-Римана с нелокальными граничными условиями. 
Схема  построения сопряженного оператора частично совпадает со схе-
мой, приведенной в работах [3]-[8]. Эта схема приводит к фредгольмово-
сти  поставленной граничной задачи, для которой нужны фундаменталь-
ные решения сопряженного уравнения и основные соотношения, которые 
приводят  к необходимому условию. Эти необходимые условия для 
обыкновенного линейного дифференциального уравнения имеют вид как 
нелокальные граничные условия, а для уравнения с частными производ-
ными они содержат и глобальные слагаемые, т.е. интегралы по границам 
[2]-[6]. Далее некоторые необходимые условия содержат сингулярности. 
Эти сингулярности необщего положения, т.е. не регуляризуются с помо-
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щью формулы Пуанкаре- Бертрана [9], приведенной в [10], [11]. Учиты-
вая, что в этих сингулярных интегралов находимся на спектре, поэтому 
регуляризация этих сингулярности приводится специальной схемой.  

Постановка задачи: Пусть 2RD ⊂ -выпуклая по направлению x2 
ограниченная область с границами линии Ляпунова [12]. Рассмотрим 
следующую граничную задачу: 
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( )11,1 xi α−= , ( )12 xα  -вообще говоря, комплекснозначная непрерывная 
функция на отрезке [ ]11,ba ,  )(xu - искомая аналитическая функция в об-
ласти  D. При проектированном область D на оси 1x , параллельно к 2x   
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Эти уравнения известные (заданные) вещественнозначные функции, опи-
сывающие части ляпуновских границ Γ .  

Обозначим через L- оператор создаваемый граничную задачу (1)-
(2). 

Сопряженное уравнение: Как для обыкновенного линейного 
дифференциального уравнения [13], так и для уравнения с частными про-
изводными [14],  построим сопряженное уравнение для уравнения Коши-
Римана (1). Для этого используем скалярные  произведения в комплекс-
ном случае, т.к. умножая уравнения (1) на )(xv   и  интегрируем по облас-
ти D: 
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Применяя интегрирование по частям или же, так называемые, формулы 
Остроградского-Гаусса [12] ,получим: 
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где −n внешняя нормаль, приведенная к границам Γ в точке Γ∈x . Груп-
пируя соответствующие слагаемые, имеем: 
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Таким образом, для сопряженного уравнения получим:      
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Необходимые условия: Легко видеть, что фундаментальное ре-
шение для (4) имеет вид [12]: 
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Далее в формуле (3), заменяя  )(xv  на фундаментальное решение (5) и 
учитывая свойства дельта функции Дирака [12], имеем: 
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Второе выражение является необходимыми условиями. Приведем эти 
условия: 
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где τ - касательное направление, приведенное как в 1Γ , так и в 2Γ , когда 
точка на этой линии движется по направлении возрастания 1x . 
 Далее учитывая, что 
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приходим к следующим необходимым условиям: 
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Наконец, уточняя коэффициенты сингулярности, т.е.:  

 ( ) ( ) ( )( ) =
+′

−′+′−
+−=−








+

+′
′−

=
+′

′−
ix

ixiiii
i

xi
i

xi
kk

kkk

kk

k

kk

k

11

111

,
1)()(1)(1)(1

ξσγ
σγγ

σγ
γ

σγ
γ  

 ( ) 2,1,)()( 1 =
+′
′−′

+−= ki
i

xi
kk

kkk

σγ
γσγ   , 

имеем 
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Как видно из (7), каждое необходимое условие содержит один сингуляр-
ный интеграл. 
 Регуляризация. Исходя из граничного условия (2) из (7), создадим 
следующую линейную комбинацию: 
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которая, исходя из граничного условия (2)  имеет вид: 
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таким образом, имеет место следующее утверждение: 
Теорема 1:  Пусть 2RD ⊂ - выпуклая по направлению 2x  ограни-

ченная область с границами Γ -линии Ляпунова. Тогда если ( )11 xα  и 
( )12 xα  принадлежат некоторому классу Гельдера, то тогда соотношения 

(8),  полученное из необходимых условий не содержит сингулярный ин-
теграл. 
Фредгольмовость: Объединяя граничные условия (2) с полученным ре-
гулярным соотношением (8),  имеем 
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тогда предполагая, что 
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Таким образом, относительно граничных значений мы приходим к сле-
дующей системе интегральных уравнений Фредгольма второго рода с 
регулярным ядром: 
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С этим доказано 

Теорема 2: При условиях теоремы 1,если условии (10) удовлетво-
ряются, то граничная задача (1)-(2) Фредгольмова. 

Область определения сопряженного оператора: Возвращаясь к 
соотношению (3) представим его в подробном представлении  
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1

1

=












−− ∫∫ ξξξξ ddxxKxBdxxKxAB
b

a

b

a

,      (15) 

Наконец, исходя из (14), если  предполагать 

 ( ) ( ) =−− ∫∫ 1112211111211 ,)(,)()(
1

1

1

1

dxxKxBdxxKxAB
b

a

b

a

ξξξ  

 ( )( ) ( )[ ]12121 1, ξγξγξ ′−= iv ,                                                                  (16) 

то из (14) получим: 

 ( ) ( )[ ] ( )( )×−=+ ∫∫
Γ

1

1

11112 ,,cos,cos)()(
b

a

udxxnixnxvxu ξγξ  

 ( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( ){ −⋅−′−⋅× ∫ 111111111

1

1

,1, ξξγξξγξγξ Auv
b

a

 

 ( ) ( ) 1111211111111 ,)(,)(
1

1

1

1

ξξξ ddxxKxBdxxKxA
b

a

b

a 





−− ∫∫   .                          
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Так как полученные выражения обращаются в нуль  независимо от 
( )( )111, xxu γ , то имеем: 

 ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) −−+′+ ∫ 111111111111 ,)(1,
1

1

dxxKxAAiv
b

a

ξξξγξγξ  

 ( ) [ ]11111211 ;,0,)(
1

1

badxxKxB
b

a

∈=− ∫ ξξ .                                            (17) 

Возвращаясь к (16) с учетом (12) получим: 

 ( ) ( ) =⋅







−− ∫ 11112

12

11
111 ,

)(
)()()(

1

1

dxxK
x
xxBxAB

b

a

ξ
α
αξ  

 ( )( ) ( )[ ]12121 1, ξγξγξ ′−= iv    .                                                                (18) 

Пусть 

 )()()()( 112111 xAxxBx αα =    .                                                             (19) 

Тогда из (18) имеем: 

 ( ) ( )( ) ( )[ ]121211 1, ξγξγξξ ′−= ivB     .                                                     (20) 

 ( )( ) ( )[ ]12121
12

11
1 1,

)(
)()( ξγξγξ

α
α ′−= iv

x
xxA    .                                            (21) 

Таким образом, из (17) для сопряженной задачи получим следующее гра-
ничное условие: 

 ( )( ) ( )[ ]−′+ 11111 1, ξγξγξ iv ( )( ) ( )[ ]−′+ 12121
12

11 1,
)(
)( ξγξγξ

ξα
ξα iv  

 ( )( ) ( )[ ] ( )( )×−



′+− ∫ 12112121

12

11 ,1,
)(
)(1

1

xxvixxv
x
xb

a

γξγγ
α
α  

( )[ ] ( ) 0,
)(
)(1 11111

12

11
12 =⋅




′+× dxxK

x
xxi ξ

α
αγ , 

или же 
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 ( )[ ] ( )( ) ( )[ ] ( )( ) 0,1)(,1)( 12112111111112 =′+−′+ ξγξξγξαξγξξγξα vivi .     (22) 

Таким образом, получаем следующее утверждение: 

Теорема 3: При условиях теоремы 2, задача сопряженная к гра-
ничной задаче (1)-(2), имеет вид (4),(22) 
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KOŞİ-RİMAN TƏNLİYİ ÜÇÜN QOŞMA MƏSƏLƏNİN QURULMASI 
 

N.Ə.ƏLİYEV, A.M.QULİYEVA 
 

XÜLASƏ 
 

Məlumdur ki, əsasən elliptik tip tənliklər üçün sərhəd məsələlərinə baxılır. Bu məqalədə, 
həmçinin birinci tərtib elliptik tip tənlik üçün, yəni Koşi-Riman tənliyi üçün sərhəd məsələsinin 
qurulmasına həsr olunub. Sərhəd məsələsi üçün bütöv sərhədin daşıyıcı olmasını qeyri-lokal 
şərtlər qoymaqla təmin etmək olar. Qeyd edək ki, Dirixle, Neyman, Puankare (harada ki, 
sərhəd məsələsi üçün bütöv sərhəd daşıyıcıdır)  lokal sərhəd şərtləri bu halda  tətbiq edilə 
bilməz. 

 
Açar sözlər: Koşi-Riman tənliyi, qeyri-lokal sərhəd şərtləri, qoşma məsələ, fundamental 

həll, zəruri şərtlər, sinqulyarlıq, requlyarlaşdırma 
 

 
 

CONSTRUCTİON OF ADJOİNT PROBLEM FOR CAUCHY-RİEMAUN EQUATİON 
 

N.A.ALİYEV, A.M.GULİYEVA 
 

SUMMARY 
 

Apparently, adjoint problems are generally considered for elliptic type equations the 
model of which is the Laplas equation. This paper is also dedicated to the construction of an 
adjoint problem for an elliptic type equation, i.e. for Cauchy-Riemaun equation. For assuring 
the entire boundary to be a carrier, it is neceassary to set non-local conditions. In this case, we 
can’t apply local boundary conditions such as Dirichle, Neuman or Poincare in which the entire 
boundary is the carrier for the boundary condition. 

 
Key words: Cauchy-Riemaun equation, nonlocal boundary conditions, adjoint problem, 

fundamental solution, necessary conditions, singularity, regularization 
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